Equation différentielle linéaire d'ordre 1 :
deéfinition
En physique-chimie, la dérivée par rapport au temps de la grandeur G a un sens particulier.

Dans certains cas (¥ chapitres 4, 5, 15 et 19), cette grandeur dérivée est une fonction affine de G,
et on dit alors que G vérifie une équation différentielle linéaire d'ordre 1.

Remargue

Soit G une grandeur physigue ou chimique, fonction du temps t, Les notations different en mathématiques et en
définie sur un intervalle [0 : 1‘{] ou [0 : +oof. physique-chimie mais sont cohérentes.

CaitieEs S Physique-
Une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients Variable x t
can'.ri.taqts dont l'inconnue est une fonction du temps dérivable Fohition y G
G s'écrit : 4G T

ar -6+b Dérivée % =
ol a estun réel non nul exprimé en s! et b un réel quelconque
dont l'unité est celle du G par seconde. Equation y =ay+b ﬁ =aG+b
différentielle dt

Cestl'application des lois physiques et chimiques qui conduit ﬂemarqllie o ) o
dans certains cas 3 une équation de ce type : lorsque la dérivée En physique-chimie, I'équation est souvent écrite
par rapport au temps d'une grandeur G est égale a une fonction sous la forme dat aG =b.

Sib =0, on dit qu'elle est « homogéne » ou « sans

) .. dG
affine de G, on peut ecrlre—a-i- =aG+b. R Trllg

Comportement asymptotique Lien avec les sciences expérimentales

En « régime permanent », si on suppose que G tend vers
une fonction constante G_, quand { — +eo, sa dérivée tend
vers 0, et I'équation différentielle s'écrit 0 =aG_, + b.

* Souvent en physique-chimie, a est un coefficient négatif. La

grandeur T=——, homogéne a une durée, est le « temps
a

Y 1 A :
caractéristique » et b=—-aG_= ;Gm. L'équation peut donc

s'écrire : 46 1
—4+-6G=-G
dt =T T

o

Aprés quelques secondes de chute, la parachutiste

Exemple : ,

: , . : Deborah Ferrand (frangaise championne du monde
Lorsqu'un corps solide de température T est plongé dans un de parachutisme civile et militaire 2018) atteint
fluide a la température T, sa température T évolue au cours  son régime permanent de chute libre, sa vitesse

dT 1 1 verticale est devenue constante, v, ., = 200 km-h1,

du temps et vérifie I'équation différentielle .o telieals

Condition initiale

Comme pour la recherche d'une primitive, la résolution compléte
d’'une équation différentielle d'ordre 1 nécessite la donnée de
la condition initiale.

La condition initiale est la donnée de la valeur G, de G a
linstantt=0s:

G(0) = Gy Son altitude initiale vaut z = 1 000 m et sa vitesse
verticale initiale v, g =0kmh %



Résolution d’'une équation différentielle
linéaire d’'ordre 1

En physique-chimie, la solution d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1 vérifiée par une fonction
du temps posséde des propriétés et une courbe représentative remarquables.

Solution générale

Soienta elR”, G une fonction de t vérifiant I'équation différentielle

dG dG
e aG+bet P aG = 0 I'équation homogene.

Propriété

® | a solution générale de l'équation homogene est
G,(t) = Ke®. Une solution particuliére de l'équation compleéte

est la fonction constante Gp[t} e
a
® L a solution générale de l'équation est la somme
b
6(t) = G, (1) + G, (1) = Keat — 2.
a

® La donnée de la condition initiale G(0) = G; permet de
calculer la valeur de la constante d'intégration K.

Exemple

dG 1

i . 1 ; i
L'éguation _cF:_?G+?G“ a pour solution générale

G(t) = Ke¥*+ G_. La condition initiale G(0) = G, donne

Go=Ke? + G_donc K= Gy G_etG(t) = (Go— G.)e " + G,

Remarque
Soit h une fonction du temps.

Il ne faut pas confondre les équations —— = aG et

dt
dG o
i h. Pour résoudre cette derniére, on cherche

une primitive H de h (voir Primitive d’une fonction
du temps p. 20), la solution générale de I'équation
est: G=H +K, ou K est une constante
d'intégration qu'on détermine grice a la
condition initiale.

Courbe représentative de la solution

Voici, la courbe représentative de Glt) = (G, - G_Je "+ G_,

lexernple ci-dessus) dans deux cas distincts.

Deuxiéme cas: Gy < G_,
Gy=-3.6.=10,1=0.2)

G(t)

Premier cas: 63> G,
(6,=5.6.=0,1=0.2)

G{r)
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Valeurs remarquables

Poura<0etb=0, Git) = Gye " avec T = ‘%—
® L a condition initiale s'écrit G0} = G,.
® A ladatef = —@ =1ln2, E[%J = Gyeini2) = %

* Aladate t=1, Glt) = Gye ' = 0,376, ; T est donc la date &
laguelle G vaut 37 % de sa valeur initiale.

® | a tangente 3 la courbe au point de date f= 0 s coupe
l'axe des temps a l'abscisse { = 1.

G
® Sit> 57, alors G(t) < G(51), seit Gt} < Gye " donc Git) < 1—-{:::] .

= Comportement asymptotique ; lim Glt)= 0.
t—ptom

Lien avec les sciences experimentales

Les valeurs remarquables permettent de déterminer
graphiguement les valeurs des paramétres Gy et
partir d'une courbe expérimentale.

Exemple

La courbe suivante donne I'évolution de la tension
électrigue w, exprimée en volls, aux bornes d'un
condensateur en fonction du temps t exprimé en
secondes.
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« Lordonnée du point d'abscisse t - 0 s est la valeur de
la condition initiale (en violet) Ug = 10V

= La date a lagquelle u(t) est égale d 37 % de Uy (cn vert),
soit 3,7 V,est t - 20 s,

* La tangente 4 la courbe au point de date t - 0 s (en
vert) coupe 'axe des tempsent - © - 20 5.

* La date a laquelle ult) Y% 5V (cn rouge) est

2
t1n(Z) - 14 5.
* Pour t = 51, c'est-a-dire t > 100 s (en orange), on vérific

10
1)< —=0,1V.
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